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МАГНІТОРЕОЛОГІЯ РОЗВЕДЕНИХ СУСПЕНЗІЙ У КРОВІ 
У рамках с;руК1)Ірно-феноменолоrічного підходу отримані 
реологічні рівняння стану розведеної суспензії у крові недеформі- '\, 
вних осесиметричних магніточутливих частинок. Як реологічна . 
модель несучої рідини та гідродинамічна модель зважених части-
нок використовуються рід!fна В. К. Стокса з моментними напру­
женнями та тривісна гантель, відповідно. На основі отриманих 
результатів досліджеіJ? вплив зовнішнього магнітного поля на ре­
ологічну поведінку суспензії, що розглядається. 
Ключові еЛрва: реологічне рівflЯння, суспензія у крові. 
зважені частинки. 
·Вступ. У роботі вивчаЄТІ>ся можливість керування за доfюмоrою 
зовнішН~бІ-<І.магнітноrо поля реологічними властивостями ро~вед.еної 
суспензії у кроні, яка утнорюqься при доданні до неї 1:tедеq!Орм1ьних \ 
видовжених частинок із сталИм мапїітним ~.юментом. Для цьоrо в \ 
межах структурно-феноменолоrічноrо підходу (І, 2] одержано реоло- \ 
гічні рівняння такої суспензії, які використовуються для вивчення її 
рео.1огічної поведінки у простій зсувній течії при наявності попереч-
ного ~агнітного поля. 
Суспензії у крові недеформівних частинок, у тому числі таких, які 
виготовлені з використанням магнітних носіїв (3, 4], можуть утворюва­
тися при доданні безпосередньо до кровотоку частинок лікарських речо­
вин для адресної доставки до ураженоrо органу; частинок субстанцій, 
непрозорих для реmтенівських променів, які використовуються дЛЯ ві­
зуаJІізації кровоносних су дин; ферро- або феррімагнітних частинок з 
високо}()'tеnлоємністю, які переносяться кров'ю до певноrо орrану для 
наступної теплової дії на нього при лікуванні ракових захворювань, то­
що. Суспензії у крові виникають також за межами організму, а саме, в 
апаратах д.1я очищення крові; у різних приладах, які використовуються 
длЯ вивчення крові, зокрема, при доданні до зразків крові чаС'Тинок з 
магнітним колоідом, розміщених в їхніх полімерних матриuях, для nо1с­
ращення біохімічних або біомедичних аналізів [З] тощо. 
Як реологічна та гідродинамічна моделі крові і частинок, зваже­
них у ній, у даній роботі використовується рідина В. І<. Стокса з мо­
ментними напруженнями [5] і тривісна гантель, відповідно. 
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ч&с-п:иво~к:. В роботі припускається, що характерний розмір недефор­
мівнйх частинок суспензії набагато більіuий порівняно:'1 "характернИ~ 
ми ро1мірам~1 форменних елементів крові,-· еритроциті'В;'·пейt<ощпіі~ · 
і тром6оuИ1'1в. ·Це · до·зволяє•розглядатй взаємодію зважених час·rинщс 
з · кр<.ш'ю :і!І\ Рідродинамічну взає.модію з .суцільним середовищем . 
. · -~'Y:V~P~H~~) ~ ~~{""е-ритроЦіJj\В , ~рщ1і : приб::~Нзfі~ .У ~О, p,iдiJJ . п.ер~ц~щує 
об tM JІеЙ1СОЦИПВ І ' трОмбоцИТ!В [О/ , ·тому реолdпчtіу :1оnсд'1нt<у кров~ 
тшіанаr. 1щнrіентрація і механічні в.r~астиRосп тільки еритрс, 1.1,итrв (6J. 
·. '· В11с1}ю-.~~ коі!f·І~еm-рація еритроонтів - · блюь.со 46% .• " · у кров~ •tю · 
: іИнн ' rlJ'JffiG!.!l1~Tь' ' 1Ш тоrо , що 'f\. чі і:\.. "ІК і в будь · !іКій КО•-ПН~ІіТРОВ:mій 
· · сусттеt~зії, \fl i!<' Чfорменними t: :1ем::нтамtі, крІм і~ен"f"!)аль~іої 1 вийИі<аf' 
не нен·-, psm,"ia: !нає•:,.юдія , Як юн:.:1і,1 ок, м іж елем'ентам11 - \і ткрос;с~'\К't~1~ 
·ри 1фові 11.:~виІ'fні··д'і·ял1 п<~р~1 сил, а напруже11ий стан щзім в ' ;шщх ~а­
пружень 'nов·инеfі"1Ш·значатнся · моментни.ми напруженнями. · Це ПQяс-­
нює вибір у даній ' робьtі, як і в роботі [7], рідими 13. К. Стокса з мо­
ментними напру-,кеннями (5] для реологічного.моделювання крові. 
Теорія В. К. Стокса [5] - найпростіше узагальнення нhютонів­
ської теорії в'Язко1· рідини, яке враховує наявність моментних напру­
~~::'~·!~". у r~-~.:~C-·.~~!-!~ теu~~" р~д'Ац _ ' B1 ci1-Jti ; ~t)~еитні "ал~УженіІя ~~і - і 
Лfu в реологічній моде.лі В.І(. Стокса l5J !lОВ!1ІСтю"визначаються 
полем швидкості v; 
r(ii} = - рЬ~1 + 2µdj1 , (І) 
ц , ""' .+11К, +417'К . 0) 
• J І !' , 
:'уі пео.<югічних ріьштннх 1. Є ~.(?. ) 1
1111 
• сr~мс--р~:ч 11;·~ ·~;;,с -t1на >L: · 
, , .. 
' рзнужень' м~;.; р ··- тиск, µ , r, ', ;r/ -:·· реологі'<'Гні сташ; (і, . .. - ~~"пор 
· :,1 .,,. . •. ; · . . ·:·-1 ·- . •.. І 
шю1дк::>сtей ·Деформації, d,1 =•(•1/2Jf~1,,; .f;vi.i j; Ки -- rе1-1зор градієн-
та ш.видкосхей ·мікрооберта~ня, : 'і~р~~!':'?.~ : Р!дини, який ~и:тачається 
· ю<" гра,11є~т1 ~ектора вихору . щ~и.;;щасті . Щ; .:= ( 1/2 }/;1,s:v_.,,. , , К,1 = w1 ·' ; 
r.511 , є,1 , -~ СРfмво.~1и Кронекера; Леві-Чівіта. 
~,' . ! j , ' '; ' • ' •. - . 
,· . fідро.:~ина."1ічною '\.Jоделлю '"18аж~них частній.іі< у даній роботі є 
<р~\13:(..на 1·анте.1Ь. Це Недефор"1івна СИСТС'\.Іа шести "0'1\'ЮВИХ центрів гід­
\)0.ЩНіl:і.! ~ЧНОі в~>асмодії \ІОде.1і з несу~юю рі;'іиною :бусююк), ню :чшхо· 
·- ~_>п~;-..: я, Н а кі.ння~·~ rрь,_)х п1аr~, rно ri~·pt: e.н.;~; ~ 1 =·~· ·~ цр ~ н1'Х O(~eff ·. L:. f":: . !. ~· 
і і 1 ~ L2 ~" !.;'} (рис . . І Осі СИМе'Іj)ИЧ!!о'." триь1:: "1, ·,·, . -аюещ нерt:тинають·· 
· q ' ~ ( 1.Jній ~ очні і д1 .~н~ rься у н ій нав111л . 
: JA 
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Р11с. і . Сu.иетрuчиа тривісна гантель --· zідрrJдинамічнп . модель 
ос:;симетричн;,х оuсперсних частuнох суспенз1і' 
,'J .. '•я коефіщснта тертя ,; це1-прів rідродинамічно•· взаємодії, які 
розташо1щю н.а кінцнх осей тривісної гантелі, і взаємодіють із несу­
чою рідиною, як кульки радіуса r, використовується співвідношення 
q=~N(l+B), (3) 
/( 
В= 2+v (4) ,·,-
_"J2 .... r2+~''r. . 
\ І V 
одержане у i&j при дослщженні обтікання кульки радіуса r ~іДиною 
(І), (2). У (3) qN -·коефіцієнт поступального тертя кульІ(и радіуса r 
у иьютоні.вській рідині з в'язкістю µ, . l;N = 6тrµr; v = r//17; 
r0 -= r/10 , де /0 = 17/ µ. 
ФенометтоJюгічний параметр /0 , внутрішній масштабний пара · 
>v1<:1p рі1пм1и Н К. Снжса ( t }. ( 21. що входить у сnівв1днош~~11ня {3 ), 
(4), м~є роз,мірніст;~ довжини. 3 r·ідно 1 [5], в і н є фу1<кцісю r.ю3мірів 
f.:Лervieнтi& ~~ і кросч~уктури рідини, яю:t моделюється рівнянн~мн ( ! ), 
(2), та їх концентрації. 
Цей, параметр /0 для крові визначається на основі результатів 
робо,ти [7), в якЩ порівнювалися між собою профілі швидкості течії 
Пуазейля рідини В. К. Стокса (І), (2), одержані теоретично в [5, 7), і 
крові .лри її течії по трубці r9l з діаметром 4. J 0-5 м. Значення '~ !!ЛЯ 
трьох 1р.:.зкіІ} крові, які відрізняються показниками rематокриту Сь, 
наведені у таблиці І . 
Т :•блиця І 
! і? 
Матема-тичне Tj! .комп'ютерне 111,JQделювання 
Результати тестування експериментальних даних у [7] . виявилися 
практично нечуттєвими до зміни параметра v = rJ'/17 в його приИня­
то~у діапазоні - І < v < \.; теоретичні розрахунки у [7] проводилися 
при v ::= 0,5. 
У роботі припускається, що зважені частинки та їх гідродинамі­
чна модель мають сталий магнітний момент Рі : Рпі, де р ---· вели-
чина сталого магнітного моменту; п; - одиничний вектор, який ха­
рактеризує ор1єнтацію осесиметричноУ зваженої частинки · і орієнта­
цію ocj Li тривісної гантелі у лабораторній системі координат . Та­
кож пр.ипускарься ,. що суспензіR є роЗведеною настільі<И, 'Що в:~аємо­
діrю м,іж магнітними полями зважених <Іастино к, як і гідродинаміч-
• • • . • J 
ною взас\.ІОДІЄЮ мі;~ ними можна нехтувати . 
дпя отrимання реологічного рів'НЯ'мія стаНу суспензії, що розгпяда-
-єп,ся, внкори,стqвується структурно-феноменологічний підхід. На nер­
шому (структурному) етапі при вивченні взаємодії окремої модельної 
мікрочастинки з несучою рідиною отримується визначальне рівняння 
для вектора п; , який характеризує орієнтацію зваженої частинки 
n; = й>;knk + д.( d;i,nk -d*,,,п*п,,,п1 ) + ~ ( Н, -Н*п~п(). (5} ,, 
де w -:-:'" коефщ1єнт обертального тертя тривісної rанте!ІІ.у рідині 
В . К. Сrок'са, W =(l/2)4LHp2 +1), Л=(.02 -1)/(.іі +1), j/=Li/~. 
rи;k - тензор вихору швидкості . 
Також на цьому етапі отримується вираз для швидкості дисипа· 
ції мех~н'іЧііої енергі!' в одиниці об' єму суспензії 
Ф =-' Ф0 + п0 -~~~ [d;A1 +( р 2 +І )(N N1) + (6) 
+ ( р 2 - І Jdydjk (n;nk )- 2( р2 ". \ )d;k {N1п1,)], 
~ ,де Ф0 - швидкість дисипації механічної енергії в один~ці об'єму 
суспензії за відсутнпсті зважених частинок; п0 - кіпькість зважених 
частинок в одиниці об'є!І<tу суспензії; Ф Р -- швидкість диоиnації ме-
ханічної енергії при обтіканні б бусинок модельної частинки ; ( ) --
символ осередне.ння за допомогою функції розподілу Р ~<уТових по~ 
nожень век~орас п, , яка визначається рівнянням _д!- +__!!_(Рі:, ) "" О . 
'·'1 дп, 
У. роботі такрж при11ускається, що зважені -.астинки є набага.,.о 
менщими, 11 іж харак1ерний розмір області течі'! суспею!І І [<' ~о·шшrяє 
І 18 
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моделювати таку суспензію при її вивченні у межах сч>УКІУРНО­
феноменолоrічноrо підходу [І, 2] стр)'К"ІУрІ-ІИМ континуумом з двома 
вну~рішніми мікропараметрами - одиничним вектором п; , який харак-
теризує орієщацію зваженої частинки, і вектором N; = n; -й>;knk , який 
х~ракгеризує її tсутову швидкість відносно несучої рідини; тут крапка 
над п1 означає локальне диференціювання за часом. 
. Вид і структура отриманого на першому етап і виразу для швИд­
к.ості дисипації меха1-1 і чної енергії в одиниці об'єму суспензії (6) до­
з~оляє аа другому етапі 11обудувати феноменоло •-і • ; не рівняння дш1 
тензора напружень у суспензії 
Т, . с:: 111 + п0 (о·,, \, ( 7) , , І 
а також защ1сати за допомогою цього рівняння феноменологічний вираз 
для швидкості дисипації механічної енергії в одиниці об'єму суспензії 
Ф = Ф0 +п0 (aiJ }diJ + п0 (N;&iJknJMkh()). 
~ У (7) tiJ - тензор напружень у несучій рідині суспензії за відсу- r1 
тності зважених частинок; п0 {Сі iJ) - напруження, спричинене при-.· , 
CiiJ :::(а0 +a1 dknlnknт)бiJ +(а2 +a3d1aпnknт)n;n1 + 
+a4d1i +a5d;knknJ +a6d1knkn; +a7n,N,; +a8n_;N,, 
де а" ( і = О, 8) - сталі феноме1:tологічні коефіцієнти . 
При порівнянн і структурного і феноменопогічного виразів для 
1щшдкості дисишщії мtхаючної енергії в одиниці об'єму суспензії на 
·rрет~ому етапі . визн?•щються невідомі реологічні сталі а; (і = О, 8) 
реологічного рівняння для напруження (7) і отримується остаточний 
вигляд реологічного рівняння стану розведеної суспензії тривісних 
гантелей при наявності зовнішнього магнітного поля 
Т,1 =tij+n0 -~ diJ+n0 A. 2Wdk 111 (nknmninJ)+ р- +І 
+2п0 -~A.-~(d1, (nh n1 )+djk(nkn;))+n0 _ 2Р 1 Н і (п,)- (8) р +І. . р + 
р;.7. 
·· 110 ·-:-_i::_· -1 
Н; (п1 ) + n0 ,'tPHk (nkn;n1 ) . 
р • 
W -- єдиний реолоrі"'І(1Й лараме1р у (5 ), (8), який характеризує юа · 
смодію зважених •нк 1. : •юк з несучою рідиною, яка І\Юделюється ~11-
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Математичне та комn'ю:r,ерн.е модеnювання 
диною В. К. Стокса з моментними напружеш1ями (1), (2). Згідно з 
рівняння'ми (3), (4) врахування моме1пних на~р}іжень, які виникають 
у несучій рідині , веде до зростання коефіµієнта обертального тертя 
зважених частинок W = W,v (І+ В) , ~о~і~няно з величиною 
Ws = 4.v2L~ ( р 2 + І) у суспензії, несуча рідина якої моделюєт'ьс~ нью­
тонівською рідиною з в'язкістю µ . 
Оцінимо аналітично радіус r бусинок гантелі через осьове відно­
шення еліпсо'(ца обертання з рівності WN = WNE. Тут Wщ: - коефіцієнт 
обертального тертя еліпсоїда обертання з віссю симетрії 2а = Li і еква­
торіальним діаметром 2Ь == L2 = L,, який є гідродинамічно еквівалент­
ним тривісній гантелі з осями Li ~ L2 = L3 (рис. І), як моделі зважених 
частинок суспензії у ньютонівській несучій рідині з в 'язкісnо µ . Врахо­
вуючи, що коефіцієнт обертального тертя WNE одновісного еліпсоїда у 
ньютонівській рідині визначається співвідношенням 
WNE = іаЬ2яµf(р), 
3 
4(р4 -І) 
І ( iJ) = ----=---'-' -"'--' - - --=і-
-2 [ 2j}-\ І p+fjГi 1] Р --,--:;-- n -
2fivf12 -І 'P-Jµ 2 -І 




Зазначимо, що еліпсоїд обертання це найбільш поширена гідро­
динамічна модель зважених частинок у суспензіях з ньютонівською 
несучою рідиною . 
При такому виборі радіуса r бусинок гантелі отримується ви­
значальне рівняння для тензора напружень у суспензії, що розгляда­
ється, у формі 
Т;} = І,} + І ' /1 l I + в) ~'(МІ. d,, + r . /1 ( І т в) і, 2 І ( {J) ,, kn; (п k п т п, п) ) + 
р- + . 
+2~' ,ц (І + В) А. ~ ,(,о) ( d;k ( nknj) + d jk ( nkn,)) + п0 -J-- Н j (n; )-р - +І р- +І (9) 
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/ У (9) V - об'ємна концентрація зважених. чаqино1<, Р' ~ п0 ( 4/3) tcab:!; . / 
параметр В, визначений формулою (4), має вигляд 
В= 2+v 
(Li/10 ) 2 [ A(P)J2 +(2+v)(Li/10 )A(p)' 
А(-) f(p) Р = 1s(-p2 +1)· 
Значення параметра /0 , які представлені у таблиці і~ дозволяють 
використати (9) як реологічне рівняння для напружень у суспензії 
недеформівних симетричних частинок у крові. 
Маrнітореологjчва поведінка ро:Jведеноі суспензіі тривісних 
гантелей у крові. Отримуючи рівняння (S), (9), ми припустили, що 
швидкість несучої рідини в околі зваженої частинки с лінійною фун­
кцією координат. Тому при течіях суспензії у крові у великих та се­
редніх судинах та каналах різних пристроїв поза організмом людини, 
які використовуються для дослідження крові, зважені частинки лока­
льно розташовані у простих зсувних течіях. Тому у даній роботі розг­
лядається динаміка зважених частинок та напруження в суспензії у 
простій зсувній течії: vx =О, vy = Кх, v, =.0; K=..cлr1st при наявнос-
ті зовнішнього магнітного пол~: Нх = Н, НУ= Н~ =·о;' й ~~onst 
. . ......... 
дш1 досJщп,.;енюJ вrчц-111у моментних напружень, яю ви11икають у !-<j)О-
ві, їа об~тх:ьно: n';ш~оС'!і крові на .реолоrічНjnбвелінку суспензії:у ­
крові. Маrніточуrливість крові не враховується. 
При дослідженні динаміки видовжених зважених частинок у 
простій Зсувній течії оlримано, що зважені частинки стаціонарно зави­
сають без обертання в площинах, перпендикулярних до осі Oz при 
аsас,,де 
кw 2 
а=--· РН' acr :;:--. 1-А. 
У цьому випадку зваже1-1і :частинки орієнтуються під кутом (fJ до 
ПЛОЩИНИ xOz 
. JJ.+2a2A(A..+l)-1 
(fJ:::: arcsщ · 
2аЛ. 
При а > ас, зважені частинки обертаються у площинах, перпе­
ндикулярних до осі Oz, з кутовою щвидкістю 
ф=к[-i(l+A.cos2qJ)- ~sinq>J 
З урахуванням встановленоі",динаміки трf!вісних гантелей для 
суспензії в крові знайдені залежності' хара~nери~тичної в'язкості 
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µ :-µ 
v = _а__ та різниць нормальних напружень 
µV 
та 
Ти -Т" j(PH) а~ = · -- від aN = KWN . 
- п0РН 
На рисунках 2-5 показані реологічні .характеристики u,a1,a2 як 
функції параметра а N для розведеної суспензії осесиметрич~их не~ 
деформівних частинок у крові при різних значеннях видовженості р 




І 2 З 
0'---""~_._~._ ...... ~_.._~..._-
0 5 10 
Рис. 1. Залеж11і,·ть · а від а.~· при 
ch = 40%; криві 1-3 відповідq.ють ' 
видовженості зва.же11их частинок 
суспензії р = 2, З, 4 . 
10 
JРш:. 4. Залежність О" 1 від aN при 
с~ = 40%: криві 1-3 відповідають 
видовженості зважених частинок 
суспензії р = 2, 3,4 . 
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Рис. З. Залежність v від aN при 
-р = 2 : криві 1- 3 відповідають 
показ11ика'>/ геоиатокриту крові 
Сь = 6%, 13%, 40% 
0,15 
5 10 15~ 
!Р'rис. 5. 3але:жність 0"2 від aN при 
ch = 40%; криві 1-3 відповідають 
видовJІсеності зва:JІсепих частинок 
суспензії р = 2, З, 4 . 
Серія: Фіз111ко-математ111чні нау1с111. Виnуса\ 1 З 
Псевдопластична поведіІfКа суспензії у крові, тобто зменшення u 
зі збільшенням aN, що спостерігається на (Рис. 2, 3), має місце при не" 
перервній зміні стаціонарного куга зависання зважених частинок. Проте 
існує крИПІЧне значення (а N ) = acr , коли стаціонарне зависання 
cr } +В . . 
частинок перестає спостерігатися і починається обертальний рух зваже­
них частинок. Ділатантна поведінка суспензії у крові, тобто збільшення 
u зі зростанням aN, яке спостерігається на кожній з кривих (Рис. 2), 
відповідає обертальній динаміці зважених частинок. 
Висновки. Представлені розрахунки показують, що врахування 
моментни:х напружень у градієнтних течіях крові, як несучої рідини су­
спензії, приводить до зростання ефективної в' яз кості µ 0 суспензії та 
різниць нормальних напружень 'Г_,у -Tzz та Тхх - Т22 , порівняно із су­
спензією з ньютонівською несучою рідиною. Отримані результати вияв­
ляють зміни реологічних характеристик крові при доданні до неї у малих 
кількостях ліків або частинок, які використовуються для візуалізації те.• Іії 
крові. Теоретично виявлено, що присутність зважених частинок у кровf· 
змінює не-тільки в'язкість крові і, як нас~ідок,"течі!9~кррві~У судинах, . але. , . 
і тиск крові на стінки судин в результаті існуваннЯ ненульових різниць 
нормальних напружень (ефекта Вайссенберга) у створеній суспензії. 
Залежність ефективної в'язкості суспензії від інтенсивності зов­
нішнього магнітного поля дозволяє, крім того, контролювати значен­
ня ефективної в'язкості суспензії у крові і, таким чином, контролюва­
ти течію крові у судинах та в каналах пристроїв, які в·икористовуЮть­
ся ~ри вивченні крові поза організмом JJЮдини . _ 
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ОБЧИСЛЕННЯ 2 D ІНТЕГРАЛІВ 
ВІД ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ 
З ВИ КОРИСТАННЯМ КУСКОВО.СТАЛОЇ ІНТЕРЛІНАЦІТ 
У статті розглядаються кубатурні формули обчислення 2 D 
інтегралів від тригонометричних функцій з використанням ін­
терлінаuії у випадку, коли інформація про функцію задана її 
слідами на лініях. 
Ключові слова: інтерлінаці функцій, кубатурна фор.«ула, 
інтеграли від тригонометричних функцій. 
Вступ. На даний час є математичні моделі, зокрема в цифровій 
обробuі сигна..1ів. коvт'ютерніі1 та сейсмічній томографії, які викори­
стовують нові інформаційні оператори. Так в теорії наближеного об­
числення інтегралів від швидкоосuилюючих функцій двох змінних 
побудовані r<убатурні формули наближеного обчислення коефіцієнтів 
Фур'є з використанням інтерлінації функцій на класі Ліпшиця, Гьо­
льдера, класі диференційованих функцій. в якості даних такі кубату­
рні формули використовують не лише значення функції у вузлових 
точrшх, а також сліди функції на ліюях. Сучасні математичні моделі 
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